Determination of stress concentration factor of nonlinear material by Kopačka Jan
České vysoké učení technické v Praze
Fakulta strojní
Ústav mechaniky, biomechaniky a mechatroniky
Bakalářská práce
Určení faktoru koncentrace napětí pro nelineární materiál
Jan Kopačka
Vedoucí práce: doc. Ing. Lukáš Horný Ph.D




Jméno autora: Jan Kopačka
Název BP: Určení faktoru koncentrace napětí pro nelinární materiál
English title: Determination of stress concentration factor of nonlinear material
Rok: 2017
Studijní program: Teoretický základ strojního inženýrství
Ústav/odbor: Ústav mechaniky, biomechaniky a mechatroniky






Klíčová slova: napětí, deformace, nelineární mechanika, metoda konečných prvků
Keywords: stress, strain, nonlinear mechanics, ﬁnite element method
Anotace: Tato bakalářská práce se zabývá rozložením napětí v tažené stěně z lineárního a
nelineárního materiálu. Pro lineární materiál jsou v práci odvozeny analytické rovnice,
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chování nelineárního materiálu. Zjištěné výsledky jsou poté porovnány s numerickými
simulacemi metodou konečných prvků.
Abstrakt: This bachelor thesis deals with distribution of stress in pulled planar wall made of
linear as well as nonlinear material. For linear material there are analytical equations
describing the issue derivated. In the next part the mathematical interpretation of
behavior of nonlinear material is given. In the end, the results of analytical calculation
are compared to numerical simulations by ﬁnite element method.
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Seznam použitého značení
α koeﬁcient koncentrace na-
pětí
[-]
r1 poloměr otvoru [mm]
θ úhel podél otvoru [rad]
σ tahové napětí [MPa]
σxx,σyy,σzz normálová napětí [MPa]
τxy, τxy, τxy, τrθ smyková napětí [MPa]
σrr radiální napětí [MPa]
σθθ obvodové napětí [MPa]
εxx, εyy, εzz přetvoření ve směrech x,y,z [-]
γxy,γyz,γxz zkosy [-]
u,v,w posuvy ve směrech x,y,z [mm]
ν Poissonovo číslo [-]
E Youngův modul pružnosti v
tahu
[MPa]
Φ Airyho funkce napětí
∇ operátor nabla
Π celková potenciální energie [J]
W energie napjatosti tělesa [J]
P potenciál vnějšího zatížení [J]
Ni,j,k(x, y, z) bázové funkce
K matice tuhosti
u vektor neznámých posunutí
f vektor uzlových zatížení
A plocha [mm2]
t tloušťka [mm]
X polohový vektor v počáteční
konﬁguraci





U pravý tenzor streče





C pravý Cauchy-Greenův ten-
zor deformace




B levý Cauchy-Greenův tenzor
deformace
σ Cauchyho tenzor napětí
P První tenzor napětí Piola-
Kirchhoﬀ
S Druhý tenzor napětí Piola-
Kirchhoﬀ
W hustota deformační energie [J/m3]
p Lagrangeův multiplikátor
λ,µ Lamého konstanty
Cik, Dq,αp,µp materiálové parametry
λm maximální streč






Znalost rozložení napětí v materiálu, je naprosto klíčová při řešení prakticky jakékoliv
strojírenské konstrukční úlohy. Bez ní bychom nebyli schopní jednotlivé součásti správně
nadimenzovat a pravděpodobně by docházelo k velkému množství havárií. Zjistit rozložení
napětí v lineárním materiálu se dá relativně jednoduše pomocí rovnic lineární pružnosti,
avšak v dnešní době lidstvo čím dál více přechází od využívání lineární oceli k nelineárním
polymerům a kompozitům. Pro popis jejich chování z hlediska pružnosti a pevnosti je po-
třebný mnohem soﬁstikovanější matematický aparát.
Předložená bakalářská práce se zabývá rozložením napětí v obou typech materiálů.
V teoretické části práce je uvedeno odvození analytických rovnic pro zjištění faktoru koncen-
trace napětí v lineárním materiálu a pro nelineární materiál je vysvětlen matematický popis,
pomocí kterého můžeme v nelineárním materiálu rozložení napětí určit. Pro oba typy ma-
teriálů je následně vytvořen numerický model metody konečných prvků (MKP), se kterým
jsou srovnány výsledky analytického výpočtu a tím pádem jsme schopni určit, jak přesné
jsou matematické výpočty pro jednotlivé druhy materiálu.
1.1 Cíle
• Analytické zjištění rozložení napětí v blízkosti otvoru stěny namáhané jednoosým ta-
hem pro lineární materiály
• Porovnání analytických výpočtů s výsledky metody konečných prvků
• Matematický výklad mechanického chování nelineárního materiálu
• Zjištění napětí v blízkosti otvoru pro stejnou geometrii jako v prvním bodě pro neline-
ární materiál pomocí metody konečných prvků
• Porovnání výsledků rozložení napětí pro lineární a nelineární materiály
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Kapitola 2
Analytické řešení stěny s kruhovým
otvorem
2.1 Zavedení výpočtového modelu
Abychom byli schopni vyřešit úlohu analyticky, je nutné zavést si výpočtový model, kte-
rým matematizujeme a zjednodušejeme realitu. V naší úloze řešíme stěnu s otvorem upro-
střed o poloměru r1, jejíž délka a šířka jsou mnohem větší než poloměr otvoru. Důležitou
podmínkou je, že úlohu uvažujeme jako rovinnou, tím pádem tloušťku stěny zanedbáváme.
Dále předpokládáme, že těleso má elastické vlastnosti při zatěžování, přičemž vztah mezi
napětím a deformací je možné popsat pomocí Hookova zákona. Uvažujeme, že je stěna na-
máhána jednoosým tahem velikosti σ, který působí na protilehlé stěny vždy kolmo na stěnu.
Viz (2.1)
Obrázek 2.1: Zobrazení řešené geometrie
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2.2 Základní veličiny a obecné rovnice lineární mecha-
niky kontinua
Pro získání rovnice popisující pole napětí v dané stěně je potřeba zadeﬁnovat základní
veličiny a rovnice pružnosti. Řešíme tzv. přímou úlohu pružnosti, pro kterou platí, že pro
těleso se známou geometrií, materiálem, zatížením a vazbami k okolí můžeme určit jeho
deformaci a napjatost. Pojmy deformace a napjatost v obecné prostorové statické úloze
představují 15 neznámých funkcí proměnných x, y a z. Konkrétně se jedná o:
• tři posuvy (u, v, w)
• šest přetvoření (εxx, εyy, εzz, γxy, γyz, γxz)
• šest napětí (σxx, σyy, σzz, τxy, τyz, τxz)
Tyto funkce jsou navzájem vázány systémem obecných rovnic pružnosti, které musí být vždy
splněny uvnitř řešené oblasti. Jedná se o rovnice rovnováhy, rovnice konstitutivní a rovnice
geometrické. Zároveň musí být splněné předepsané okrajové podmínky. [12]
2.2.1 Diferenciální rovnice rovnováhy
Obrázek 2.2: Elementární prvek [11]
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Pomocí diferenciálních rovnic rovnováhy se vyjadřují podmínky rovnováhy na diferen-
ciálním elementu prvku (2.2). Pokud předpokládáme malé deformace elementárního prvku
a skutečnost, že vlastnosti prvky jsou ve všech bodech stejné, můžeme z obrázku vyjádřit














· dx · dz (2.1)







· dx · dy +X · dV = 0
Kde:
dV = dx · dy · dz (2.2)




























+ Z = 0
Jelikož naším modelem uvažujeme stěnu, jejíž tloušťka je mnohonásobně menší než ostatní
rozměry, můžeme veškerá napětí působící ve směru z položit rovna 0. Zároveň také zanedbá-
















Konstitutivní vztahy vyjadřují vztah mezi deformací a napjatostí. Vzhledem k tomu, že
jsme si stanovili, že úlohu řešíme pro lineární materiál, popisuje tyto rovnice Hookův zákon.
Vlastnosti materiálu jsou dány modulem pružnosti v tahu E a Poissonovým číslem ν.
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· τzx = 2 · εxz





Rovnice upravíme dosazením vztahu pro G a veškeré zkosy převedeme do tvaru εij. Zároveň
opět pro naší úlohu uvažujeme rovinnou napjatost, a proto všechna napětí působící ve směru
z jsou rovná 0. Opět uvažujeme rovinnou napjatost, a proto všechna napětí působící ve směru





















KAPITOLA 2. ANALYTICKÉ ŘEŠENÍ STĚNY S KRUHOVÝM OTVOREM
2.2.3 Geometrické rovnice
Geometrické rovnice vyjadřují závislosti mezi posuvy a přetvořeními. Provedeme odvození
vztahu pro εxx za pomoci obrázku (2.3). Z pružného tělesa vytkneme diferenciální objem o
rozměrech dx, dy, dz (řešíme pouze rovinnou napjatost, takže rozměr dz uvažujeme rovný





Ze značení na obrázku pak vztah (2.8) přepíšeme na:





(x+ dx+ u+ ∂u
∂x











Smykové deformace, zkos, můžeme z obrázku (2.3) stanovit za předpokladu, že tg(α) = α,
tg(β) = β a dx′ = dx. Pak platí:
















= 2 · εxy (2.11)
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2.3 Podmínky kompatibility
Jelikož jednotlivé poměrné deformace nejsou vzájemně zcela nezávislé, existují podmínky
kompatibility. Ty je možné získat úpravami vedoucími k vyloučení posuvů, v našem případu
u a v, z rovnic (2.12). Pokud jsou rovnice kompatibility splněny, je zajištěna vzájemná
kompatibilita deformací a tím pádem těleso zůstává spojité. Rovnice kompatibility pro úlohu












Tímto jsme získali všechny rovnice potřebné k odvození stěnové rovnice. [3]
2.4 Stěnová rovnice
Pro odvození stěnové rovnice budeme vycházet z rovnic, které jsme si odvodili nebo













Naším cílem je dosáhnout výsledné rovnice, ve které budou jako neurčité jednotlivé složky
tenzoru napětí (σxx, σyy, τxy). Do rovnice (2.14) tak dosadíme vztahy (2.12), které jsme si


















































Řešením zadané úlohy tak může být jen pole napětí, které splňuje diferenciální rovnici(2.19),
kterou můžeme nazvat také jako kompatibilitu deformace. Stále však v rovnici neﬁgurují
jako neznámé složky tenzoru napětí (σxx, σyy, τxy. Dalším krokem je tedy dosazení (2.7),
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Celou rovnici můžeme vynásobit modulem pružnosti v tahu E, který je pro lineární materiál





















= (1 + ν)
∂τxy
∂x∂y




V tuto chvíli využijeme rovnic rovnováhy v rovinně (2.4), díky čemuž se zbavíme jedné složky
























+ (1 + ν)
∂2σxx
∂2x

















Rovnicí (2.25) jsme se dostali pouze k jedné rovnici, ve které jsou neznámými funkce napětí.
Stále však máme jednu rovnici pro dvě neznámé funkce, konkrétně σxx(x,y) a σyy(x,y). Pro







Deﬁniční vztahy Airyho funkce napětí Φ = Φ(x, y) zaručují, že Φ splňuje rovnice rovnováhy.










Rovnice (2.26) se nazývá biharmonická, nebo také stěnová. Ta lze také zapsat mnohem
jednodušeji pomocí diferenciálního operátoru nabla:
▽4 Φ = 0 (2.27)
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Velmi zajímavé a důležité je, že rovnice neobsahuje žádnou materiálovou konstantu, to
znamená, že toto řešení platí pro jakýkoliv materiál, který se chová podle Hookova zákonu.
Vzhledem k tomu, že naše úloha není rotačně symetrická, protože je stěna zatížena tahem
jen na dvou protilehlých stranách, tak bude napětí rozloženo ve všech směrech stejně. Pro
naší úlohu je nejzajímavější stav napjatosti v okolí otvoru, a proto je nutné zavést Airyho
























Pokud jednotlivé složky napětí dosadíme do rovnice kompatibility (2.13), získáme biharmo-
nickou funkci v polárních souřadnicích ve tvaru:













)2θ = 0 (2.29)
Rovnice se dá vyřešit tzv. Michellovo řešením, které jsem přebral od doc. Horného [8]. Tvar
řešení je:





−2 + a24) (2.30)
Tuto funkci následně dosadíme do rovnic (2.28), z čehož získáme rovnice pro výpočet jed-
notlivých složek napětí (σrr, σθθ, τrθ).










σθθ = a3(3 + 2ln(r)) + 2a2 −
a1
r2
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2.5 Okrajové podmínky
Okrajové podmínky musíme určit, abychom byli schopni získat hodnoty koeﬁcientů
v rovnici (2.31). Získáme je z rovnic pro výpočet σrr, σθθ a τrθ, které vzniknou transformací
σxx, σyy a τxy do polárních souřadnic. Vycházíme ze vztahu pro σrr:
σrr = σxxcos
2(2θ) + σyysin
2(2θ) + 2τxysin(2θ)cos(2θ) (2.33)







cos(2θ) + τxysin(2θ) (2.34)












Z těchto vztahů následně určíme okrajové podmínky pro naší úlohu. Vzhledem k tomu, že
v rovnicích (2.31) je 7 neznámých, očekávaným výsledkem je 7 okrajových podmínek.
σrr(r = r1, θ) = τrθ(r = r1, θ) = 0 (2.36)












To je sice jen 5 rovnic, ale zároveň uvažujeme, že a3=a2=0, což vyplývá z předpokladu, že
uprostřed desky, kde je r nulové, je nulové i napětí. Tím pádem máme po dosazení do (2.31)
5 rovnic pro 5 neznámých (a1, a2, a21, a23, a24).
2.6 Zjištění pole napětí v libovolném bodě stěny
Získané koeﬁcienty (a1, a2, a21, a23, a24) dosadíme do rovnic (2.31) a dostaneme konečné

























































Průběh jednotlivých složek napětí nás zajímá především pro tři parametry. Konkrétně se
jedná o oblast kolem otvoru, tedy o oblast, kde r = r1 a θ ∈ 〈0, 2π〉, oblast podél osy x, kde
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Obrázek 2.4: Zobrazení řešené geometrie
r ∈ 〈r1,∞) a θ = 0 a podél osy y kde r ∈ 〈r1,∞) a θ = π2 . Výsledné průběhy napětí získáme
pomocí softwaru MATLAB.
Obrázek 2.5: Napětí po obvodu otvoru v závislosti na měnícím se θ v radiánech.
V grafu pro průběh napětí po obvodu otvoru (2.6)pro větší názornost na svislou osu
vynášíme poměr výsledného napětí a napětí σ, kterým je stěna namáhána. Na vodorovnou
osu vynášíme měnící se úhel θ ve stupních. Z grafu je patrné, že napětí v kritických bodech
kolem otvoru je až trojnásobkem tahové složky σ.
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Obrázek 2.6: Napětí podél osy x, tedy pro θ = 0 a měnící se r
V grafu pro průběh napětí podél osy x (2.6) e na svislou osu vynášíme opět poměr
výsledného napětí a napětí σ, kterým je stěna namáhána. Na vodorovné ose je v tomto
případě vynesen poměr vzdálenosti od otvoru a poloměr otvoru r1. K vyznačení poměru
namísto konkrétních hodnot r přistupujeme opět kvůli zvýšení obecnosti úlohy. Z grafu tak
vyplývá, že bez ohledu na velikost stěny se všechny hodnoty složek napětí stabilizují zhruba
ve vzdálenosti, která je 15x větší než poloměr otvoru stěny.
Stejný postup a označení os volíme i pro poslední graf, tedy pro průběh napětí podél osy y
(2.7).
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KAPITOLA 3. POROVNÁNÍ ANALYTICKÉHO ŘEŠENÍ S ŘEŠENÍM POMOCÍ MKP
Kapitola 3
Porovnání analytického řešení s řešením
pomocí MKP
V následující kapitole porovnám zjištěné analytické výsledky s výsledky metody koneč-
ných prvků. Metodu konečných prvků popíšu a následně okomentuji celý postup řešení úlohy
pomocí softwaru Simulia Abaqus.
3.1 Teorie metody konečných prvků
Pod pojmem MKP si lze představit způsob diskretizace kontinua, který vychází z před-
stavy rozdělení tělesa na podoblasti, ve kterých je zjišťovaná veličina interpolována z hodnot
v tzv. uzlových bodech. Celková potenciální energie se vyjadřuje jako součet celkových poten-
ciálních energií těchto podoblastí. Metoda konečných prvků má zcela dominantní postavení
mezi numerickými metodami v oblasti inženýrských výpočtů. Slouží k řešení úloh mecha-
niky kontinua, tudíž hledaným výsledkem mohou být mimo jiné pole posuvů, rychlostí,
deformací, napětí nebo teploty . Vzhledem ke své univerzálnosti začala být užívána krátce
po svém vzniku, který je datován do 50. let 20. století. Velký rozvoj MKP přišel v době,
kdy byly algoritmy metody implementovány do výpočetní techniky. Samotný název zdůraz-
ňuje skutečnost, že základním stavebním kamenem metody je prvek konečných rozměrů –
na rozdíl od pohledu klasické analytické pružnosti, která vychází z představy rovnováhy na
diferenciálním elementu. [14][12]
3.1.1 MKP jako variační metoda
Deformační varianty metody konečných prvků vychází z Lagrangeova variačního prin-
cipu, který říká, že mezi všemi funkcemi posuvů, které zachovávají spojitost tělesa a splňují
geometrické okrajové podmínky, se realizují ty, které udílejí celkové potenciální energii Π
stacionární hodnotu. Stacionární hodnota existuje, je jednoznačná a představuje minimum
Π.
Π = W − P (3.1)
Kde Π je celková potenciální energie, W je energie napjatosti tělesa Ω a P je potenciál






σT · ε · dV (3.2)
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uT · o · dV +
∫
Γp
uT · p · dS (3.3)
Ve vztazích vystupují sloupcové matice:
• posuvů - uT = [u, v, w]
• přetvoření - εT = [εx, εy, εz, γxy, γyz, γxz]
• napětí - σT = [σx, σy, σz, τxy, τyz, τxz]
• objemového zatížení - oT = [ox, oy, oz]
• plošného zatížení - pT = [px, py, pz]
V praktických úlohách je většinou nejvhodnější upravit řešení do tvaru :
Ku = f (3.4)
Kde K je matice tuhosti dané geometrie, u je vektor neznámých posunutí a f je vektor
uzlových zatížení.[12]
3.1.2 Diskretizace spojitého kontinua v MKP
V obecné úloze je Π závislé na spojitých funkcích u,v,w v proměnných x,y,z, z nichž každá
reprezentuje nekonečné množství hodnot v nekonečně mnoha bodech řešené oblasti. Aby se
úloha dala řešit numericky, je potřeba každou funkci vyjádřit v závislosti na konečném počtu
parametrů. V MKP se aproximační funkce posuvů vyjadřují jako součet předem daných,
známých funkcí Ni(x, y, z), Nj(x, y, z), Nk(x, y, z), které se nazývají bázové funkce. Ty jsou
násobeny neznámými koeﬁcienty ui, vj, wk, které fyzikálně představují složky posuvů
v uzlových bodech sítě.
u(x, y, z) =
l∑
i=1
Ni(x, y, z) · ui (3.5)
v(x, y, z) =
m∑
j=1
Nj(x, y, z) · vj
w(x, y, z) =
n∑
k=1
Nk(x, y, z) · wk (3.6)
Dosazením této aproximace do vztahu pro celkovou potenciální energii Π (3.1) přejdeme od
vyjádření funkcionálu Π(u, v, w), který je závislý na funkcích, k vyjádření Π(u1, u2, ......wn),
který je závislý na konečném počtu parametrů. Vzhledem k Lagrangeovu variačnímu principu
můžeme pomocí podmínky stacionární hodnoty Π získat sousutavu rovnic, ze které získáme
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Vyřešením této soustavy získáme parametry u1, u2....wn a následně i aproximace hledaných
funkcí posuvů (3.5). Uvedené řešení je společné pro více numerických metod. Pro MKP je ty-
pický způsob konstrukce bázových funkcí, které jsou deﬁnovány vždy jen na malé podoblasti
řešeného tělesa, odpovídající jednomu prvku.[12]
3.1.3 Analýza konečného prvku
Analýzou konečného prvku je označován postup, při kterém je v závislosti na typu pro-
blému, geometrickém tvaru prvku a zvolených aproximačních funkcích odvozena matice tu-
hosti, vektory pro uvažovaná vnější zatížení a matice napětí. Matice tuhosti označována
písmenem K se používá ve vztahu pro potenciální energii vnitřních sil, zatěžovací vektor
f transformuje vnější zatížení konečného prvku do uzlů konečného prvku tak, aby zatížení
konalo stejnou práci na přemístění uzlů, jako nahrazovaná zatížení na posunutích uvnitř
konečného prvku. [2]
3.1.4 Odvození konečného prvku pro rovinnou úlohu
Vzhledem k tomu, že naše úloha je rovinná, ukážeme si odvození konečného prvku právě
pro rovinnou úlohu. Přesněji řečeno odvodíme matici tuhosti pro řešení problémů rovinné
napjatosti. V odvození budeme vnitřní energii napětí označovat Πi a potenciál vnějšího
zatížení Πe.
Obrázek 3.1: Trojuzlový konečný prvek pro rovinný problém [2]
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V každém uzlu budou dva neznámé neznámé parametry deformace u, v. Dohromady
na konečném prvku (3.1) bude 6 neznámých uzlových parametrů (u1, u2, u3, v1, v2, v3)
T . Pro
odvození budeme potřebovat některé rovnice, se kterými jsme již pracovali v předchozích
kapitolách. Tentorkát je však musíme zapsat v maticových tvarech. Geometrické rovnice






















































Dalším krokem je volba aproximace neznámých posunutí:
u(x, y) = a1x+ a2y + a3 (3.12)
v(x, y) = a4x+ a5y + a6







x y 1 0 0 0













Na základě vztahu (3.13) můžeme zapsat aproximace neznámých uzlových posunutí pro














x1 y1 1 0 0 0
0 0 0 x1 y1 1
x2 y2 1 0 0 0
0 0 0 x2 y2 1
x3 y3 1 0 0 0
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Z rovnice r = Sa (3.14) vyjádříme a:
a = S−1r (3.17)
Které následně dosadíme do vztahu pro ε:
ε = BS−1r (3.18)
Potenciální energii konečného prvku můžeme zapsat jako:
Π = Πi +Πe (3.19)














































rTKr − fTr (3.24)
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Pro zkoumaný konečný prvek má matice tuhosti K tvar:
K = tAS−1TBTDBS−1 (3.27)
Kde t je tloušťka a A plocha konečného prvku. Zatěžovací vektor f potom vyjádříme jako:
f = o+ p (3.28)
Z Ke, re a Fe , kde e je číslo prvku sestavíme matici tuhosti K a zatěžovací vektor f celé
geometrie a a neznámé r určíme z rovnic:
Kr = f (3.29)
Jakmile vyřešíme soustavu (3.29), můžeme na jednotlivých prvcích za použití dříve uvede-
ných vztahů stanovit poměrné deformace(3.18) a napětí (3.11).[2]
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3.2 Výpočet stěny pomocí Simulia Abaqus
Určení stavu napjatosti ve stěně s kruhovým otvorem jsem vyhodnocoval pomocí softwaru
Simulia Abaqus CAE verze 6.14, který je produkován ﬁrmou Dassault Systemes. Výsledky
konečně prvkových simulací jsem zpracoval v programu MATLAB.
3.2.1 Tvorba geometrie modelu
Jelikož úlohu řešíme jako namáhanou rovinnou napjatostí, tak jsem pro model volil mož-
nost 2D Plane Stress modelu, díky čemuž docílíme největší možné shody s analytickým
řešením. Rozměry modelu jsem zvolil jako čtverec 1000x1000 mm s otvorem uprostřed o
průměru d = 1mm. Rozměry jsem zvolil tak, aby délky stran byly výrazně větší než průměr
otvoru. Díky tomu je možné výsledky zjištěné z MKP analýzy tohoto modelu srovnávat
s analytickým řešením uvedeným výše.
Obrázek 3.2: Geometrie modelu stěny
Původně jsem zvažoval řešení pouze jedné čtvrtiny stěny, protože úloha je symetrická
podél obou os, nakonec jsem však vymodeloval stěnu celou, protože výpočet není tak náročný
a graﬁcké výsledky MKP jsou názornější.
3.2.2 Volba materiálu
Jako materiál jsem volil standardní ocel. Jedná se tedy o elastický materiál, jehož Youn-
gův modul pružnosti E = 2, 1 · 105MPa a Poissonovo číslo ν = 0, 3.
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3.2.3 Zatížení a okrajové podmínky
Stěna je zatěžována rovnoměrným tahem na protilehlých stranách. Zavedl jsem tedy na
pravou a levou stranu zatížení ’pressure’ ve směru osy x o velikosti −10MPa. Je nutné zadat
záporné hodnoty, aby bylo zatížení tahem a nikoliv tlakem.
Pro zamezení rotace a nežádoucích posuvů stěny, jsem zavedl okrajové podmínky, kterými
jsem zamezil vodorovný posuv na ose y a svislý posuv na ose x.
Obrázek 3.3: Znazornění zatížení a okrajových podmínek v MKP modelu
3.2.4 Volba elementu
Pro řešení úloh 2D Plane Stress je ve standardní knihovně předepsána rodina elementů
CPS (Continuum Plane Stress). V ní je na výběr typ geometrického uspořádání lineární
a kvadratický, tedy 4 nebo 8 uzlů, základní tvar elementu, tedy čtyřúhelníkový nebo troj-
úhelníkový a možnost plné či redukované integrace. Já jsem volil kvadratické uspořádání,
čtyřúhelníkový tvar a plnou integraci. Tento typ elementu má označení CPS8. Zvolil jsem jej
po experimentování s různými možnostmi elementů a to z důvodu nejvyšší přesnosti výpočtu
kolem otvoru, což je pro tuto úlohu naprosto klíčové. CPS8 je sice z rodiny CPS nejnáročnější
na výpočtový čas, avšak u této úlohy je výpočtový čas tak nízky, že se volba CPS8 vyplatí.
Obrázek 3.4: Element CPS8 [1]
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3.2.5 Síťování modelu
Model jsem rozdělil na čtvrtiny, jelikož nás zajímá průběh napětí na osách x a y. Zároveň
toto rozdělení posloužilo pro lepší rozložení elementů sítě. V okolí otvoru je zapotřebí mít
síť velmi hustou, protože tato oblast je nejvíce namáhána a změny jsou zde velmi výrazné,
avšak čím více se od otvoru vzdalujeme, tím hrubší stačí síť, jelikož napětí se mění pozvolněji.
Má výsledná síť má 18760 elementů a některé elementy jsou mírně deformované, což však
nehraje roli na kvalitu výpočtu.
Obrázek 3.5: Detail sítě v okolí otvoru
3.2.6 Porovnání analytických výpočtů s MKP výsledky
Pro porovnání výsledků jsem nastavil do analytického řešení stejné hodnoty, které jsem
použil v MKP modelu. Hodnoty jednotlivých napětí jsem vždy ekvivalentně k sobě zanesl do
jednoho grafu. Viz grafy (3.7), (3.8), (3.9) a (3.10). Naším cílem je zjistit velikost koeﬁcientu





Obrázek 3.6: Graﬁcké znázornění rozložení σrr v okolí otvoru
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Obrázek 3.7: Porovnání výsledků σrr analytického výpočtu a MKP pro případ θ = 0
Obrázek 3.8: Porovnání výsledků σθθ analytického výpočtu a MKP pro případ θ = 0
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Obrázek 3.9: Porovnání výsledků σrr analytického výpočtu a MKP pro případ θ = π2
Obrázek 3.10: Porovnání výsledků σθθ analytického výpočtu a MKP pro případ θ = π2
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3.2.7 Zhodnocení výsledků
Úloha vycházela z předpokladu malých deformací, který byl v modelu MKP dodržen viz
(3.11) Z obrázku vyplývá, že maximální hodnota hlavní deformace je εmax = 1, 429 · 10−4.
Hodnota maximálního napětí je 30 MPa, tudíž vzhledem k velikosti tahového napětí
σ = 10MPa je patrné, že koeﬁcient koncentrace deformace α = 3. Z přiložených grafů je
zjevné, že hodnoty získané z analytického výpočtu a z MKP modelu jsou prakticky totožné.
Z průběhu grafů je patrné, že jsem mohl zvolit i stěnu menších rozměrů, protože v určité
vzdálenosti od otvoru se průběh napětí ustálil. Avšak vzhledem k nízké náročnosti úlohy na
výpočtový čas, větší rozměry stěny nezpůsobují žádné komplikace.
Obrázek 3.11: Znázornění maximální hlavní deformace
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Kapitola 4
Matematický popis nelineární mechaniky
kontinua
Tato část práce matematicky popisuje oblast nelineární mechaniky kontinua, která se
vyznačuje tím, že deformace jsou tak velké, že v této již neplatí Hookův zákon. Nelinearitu
můžeme rozdělit na dva základní typy [10]:
• Geometrická nelinearita, při které jsou zdrojem nelinearity geometrické rovnice, takže
vztahy mezi posuvem a přetvořením.
• Materiálová (Fyzikální) nelinearita, ve které jsou zdrojem nelinearity konstitutivní
vztahy, takže vztahy mezi napětím a přetvořením.
4.1 Geometrická nelinearita
4.1.1 Kinematika konečných deformací
Z obrázku (4.1) vyplývají základní kinematické veličiny pro výpočet úloh mechaniky
kontinua. V geometricky nelineární analýze se užívají typy základních souřadnic. Materiálové
souřadnice Xi (Lagrangeovy) a prostorové souřadnice xj (Eulerovy) . Všechny souřadnice
vztahujeme ke společné kartézské vektorové bázi. Posuv bodu v prostoru je pak deﬁnován
vektorem :
u(X) = x−X (4.1)
A zároveň platí:
x = X+ u (4.2)
Strana 28
KAPITOLA 4. MATEMATICKÝ POPIS NELINEÁRNÍ MECHANIKY KONTINUA
Obrázek 4.1: Počáteční a přetvořená konﬁgurace tělesa [13]
Kinematický rozbor je možné řešit dvěma postupy. Prvním postupem je Lagrangeův,
pro který je typické zavedení dvou množin: pevně zvolené referenční oblasti Ω0 a přetvořené
oblasti Ωt. Přetvořená oblast je proměnná a v čase t obsahuje stejné materiálové částice jako
referenční oblast v čase t = 0. Druhým postupem je Eulerovský, který je charakterizován
tím, že se v prostoru pevně zvolí kontrolní objem Ω, který bude v různých časech obsahovat
různé materiálové částice. Pokud úlohu žádným způsobem nelinearizujeme ani jinak nezjed-
nodušujeme, jsou oba postupy zcela rovnocennné.
V následující kapitole budeme pracovat s pojmem streč λ, což je veličina, která je deﬁno-
vána jako poměr délky elementu po deformaci, ku délce elementu před deformací a rovná se




= 1 + ε (4.3)
Deformační gradient F
Jedná se o veličinu, která popisuje lokální důsledky pohybu tělesa. Jde o operátor, pomocí










Kde i,K ∈ {1, 2, 3}.
Důležitou veličinou je determinant deformačního gradientu. Jelikož F si můžeme představit
jako transformační matici, která převádí vektory dX ∈ Ω0 na vektory dx ∈ Ωt, její deter-
minant matematicky vyjadřuje změnu objemu elementu. Značí se J a v matematice bývá
nazýván Jakobian.







KAPITOLA 4. MATEMATICKÝ POPIS NELINEÁRNÍ MECHANIKY KONTINUA
Ve vztahu (4.7) dV vyjadřuje objem nekonečně malého elementu před deformací a dv po
deformaci. Pro nestlačitelné materiály má jakobián hodnotu J = 1, pro všechny ostatní ma-
teriály musí být Jakobián větší než 0, protože objem regulárně zdeformovaného tělesa musí
zůstat kladný. Deformační gradient v sobě nese informaci jak o změně délek elementu, tak
o jeho natočení. Vztah mezi původní a výslednou konﬁgurací daný deformačním gradientem
F, tak lze rozdělit na rotaci danou tenzorem rotace R a deformaci danou buď pravým streč
tenzorem U nebo levým streč tenzorem V. Záleží, jestli je v inﬁnitezimální části tělesa myš-
leně nejdříve provedena rotace a pak deformace, nebo obráceně. Vztahy mezi deformačním
gradientem a tenzory U a V můžeme tedy popsat následovně:
F = R ·U = V ·R (4.8)
Takže je buď nejprve provedena deformace U a následně rotace R, nebo nejdříve rotace R a
poté deformace V. Obecně platí, že každou regulární čtvercovou matici lze rozložit na součin
matice rotace R a nějaké symetrické matice. Toto tvrzení vychází z věty o polárním rozkladu
matice.
Deformační gradient F je prvotní měrou deformace, ale jsou deﬁnovány i další míry defor-
mace, které se nazývají tenzory deformace. Uvedeme si ty, které se v nelineární mechanice
užívají nejčastěji.
Green - Lagrangeův tenzor deformace E
Jako základ má původní nedeformovanou konﬁguraci, z čehož vyplývá, že derivace jsou pro-
váděny podle materiálových souřadnic. Green-Lagrangeův tenzor deformace se dá deﬁnovat





(FiIFiK − δIK) (4.9)
























Kde I je jednotková matice. C = FTF se nazývá pravý Cauchy-Greenův deformační tenzor.
Euler - Almansiho tenzor deformace e
Tento tenzor je vztažen k výsledné, deformované konﬁguraci. Derivace jsou tak prováděny
































B = FFT se nazývá levý Cauchy-Greenův deformační tenzor. Pravý a levý Cauchy-Greenovy
deformační tenzory se také dají použít jako míry deformace.[10][6]
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4.1.2 Tenzory napětí
Vzhledem k tomu, že se při deformaci mění směr a velikost plošky dA, pomocí které
deﬁnujeme napětí, můžeme deﬁnovat několik tenzorů napjatosti v závislosti na tom, co je
deﬁnováno v původní konﬁguraci (v materiálových souřadnicích) a co je deﬁnováno na vý-
sledné konﬁguraci (v prostorových souřadnicích). Při deﬁnování tenzorů vycházíme z obrázku
(4.2) a nejprve nadeﬁnujeme pojmy, které budeme použivát.
Obrázek 4.2: Těleso v původní a zdeformované konﬁguraci
dA0 - inﬁnitezimální ploška v tělese v původní konﬁguraci
dA - inﬁnitezimální ploška v tělese, která odpovídá plošce dA0 ve výsledné konﬁguraci
df0 - síla na plošku dA0 transformovaná do materiálových souřadnic
df - síla na plošku dA (resp. dA0) transformovaná do prostorových souřadnic
t0 - vektor napětí působící na plošku dA0
t - vektor napětí působící na plošku dA
n0 - jednotková normála k plošce dA0
n - jednotková normála k plošce dA
da0 - vektor orientované plochy dA0 v materiálových souřadnicích
da - vektor orientované plochy dA v prostorových souřadnicích
Mezi silou df a vektory napětí t0 a t platí:
df = t · dA = t0 · dA0 (4.13)
Pro vektory orientovaných ploch a0 a a platí:
da0 = n0 · dA0 (4.14)
da = n · dA
Z obrázku (4.2) a výše uvedených vztahů nadeﬁnujeme jednotlivé tenzory napětí.
Cauchyho napětí σ
Tenzor Cauchyho napětí σ zobrazuje vektor normály n na vektor napětí t.
n · σ · dA = df = t · dA→ n · σ = t (4.15)
Vzhledem k tomu, že Cauchyho napětí je deﬁnováno jen na výsledné konﬁguraci, představuje
skutečné napětí "změřené"v na deformovaném tělese. Tenzor napjatosti σ je symetrický.
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První napětí Piola-Kirchhoﬀ P
Tento tenzor je deﬁnován podobně jako Cauchyho tenzor napětí, akorát je vztažen k nede-
formované ploše dA0.
n0 ·P · dA0 = da0 ·P = df = t0 · da0 → n0 ·P = t0 (4.16)
Pomocí deformačního gradientu F lze tento tenzor napětí vyjádřit jako:
P = JσF−T (4.17)
Tenzor napjatosti P symetrický není.
Druhé napětí Piola - Kirchhoﬀ S
Platí pro něj:
S = P · F−T = F−1 ·P (4.18)
Po dosazení do vztahu (4.17) získáme:
S = F−1JσF−T (4.19)
Korotační napětí
Tvar tenzoru korotačního napětí je velmi podobný Cauchymu napětí. Jediný rozdíl je, že
korotační napětí je vyjádřené v systému, který se otáčí společně s materiálem. Tento ten-
zor napětí se používá pro výpočty konstrukcí, které pracují s vnitřními silami (například
skořepina).
σˆ = RT · σ ·R (4.20)
Tenzor σˆ je symetrický.
Kirchhoﬀovo napětí
Kirchhoﬀovo napětí τ je deﬁnováno jako tenzor:
τ = J · σ (4.21)
Jelikož tenzor σ je symetrický, tak je logicky symetrický i tenzor τ .
Jednotlivé tenzory napětí můžeme mezi sebou transformovat:
Obrázek 4.3: Tabulka vzájemné transformace tenzorů napětí [10]
Touto kapitolou jsme popsali obě základní formulace úlohy v geometrické nelinearitě a
jejich vliv na aplikaci základních rovnic mechaniky.[10][6]
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4.2 Materiálová nelinearita
4.2.1 Konstitutivní modelování
Konstitutivní modelování je metoda, pomocí které jsme schopni matematicky zapsat
vzájemný vztah mezi stavovými veličinami, které popisují stavy materiálu. Ve své podstatě
zajišťují řešitelnost úloh mechaniky kontinua. Jejich formulace je často založena na matema-
tickém vyjádření předpokladů, které byly o materiálu nebo prostředí zjištěny experimentálně.
[6]
4.2.2 Hyperelastický materiál
Nejběžnějšími hyperelastickými materiály v technické praxi jsou elastomery, konkrétně
pryže. Mají strukturu, která je tvořená dlouhými vláknitými molekulami, které jsou navzájem
propojené (4.4). To jim umožňuje velká, téměř plně elastická přetvoření. Přímým důsledkem
těchto velkých deformací je nelinearita deformačně napěťového chování.
Obrázek 4.4: Uspořádání molekul pryže v nezatíženém a zatíženém stavu [4]
Čistá pryž je v podstatě objemově nestlačitelná (Poissonovo číslo ν ≈ 0,50). Během za-
těžování se tak nemění objem materiálu, jinak řečeno materiál se chová izochoricky. Tento
fakt se promítne v rovnici pro výpočet smluvního napětí. Pro popis hyperelastických ma-
teriálů se využívá existence potenciálové funkce, konkrétně hustoty deformační energie W .






Kde p je Lagrangeův multiplikátor, jehož hodnotu určíme z okrajových podmínek úlohy.












FT − pI (4.24)
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pro i = 1, 2, 3
Podmínka nestlačitelnosti má pak tvar J = λ1λ2λ3 = 1.
4.2.3 Matematické modely pro izotropní W
Saint-Venantův-Kirchhoﬀův materiál
Jedná se o nejjednodušší model pro oblast konečných deformací. Je popsaný hustotou defor-




tr2(E) + µtr(E2) (4.27)
S = λtr(E)I + 2µE (4.28)
Parametry λ a µ se nazývají Laméovy konstanty a můžeme je vyjádřit pomocí Youngova
modulu pružnosti E a Poissonova čísla ν.
λ =
Eν






Tento typ modelu však není příliš užitečný, protože správně nevystihuje materiálovou odezvu
v tlakové oblasti napjatosti.
Neo-hookeovský materiál




(I1 − 3) (4.31)
Tento model však není příliš užitečný, jelikož je příliš primitivní a tím pádem se jeho před-
povědi v oblasti mimo inﬁnitezimálních deformací často liší od praktických pozorování.












Koeﬁcienty m,n ∈ N a Cik a Dq jsou materiálové parametry, přičemž Dq vyjadřuje objemo-
vou stlačitelnost.
Blatzův a Koův model









I3 − 5) (4.33)
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Ogdenův model
R.W.Ogden zobecnil myšlenku modelovat W přímo jako funkci strečů. Tento model je velmi
















αp a µp vyjadřují materiálové parametry.
Arruda-Boyce model
Model amerických profesorek vychází z toho, že makromolekulární materiály od určité úrovně
protažení vykazují výrazné kinematické zpevnění. Tento typ modelů se nazývá modely























C1 z této rovnice je parametr s rozměrem hustoty energie a λm vyjadřuje maximální streč.
Gentův model









Kde µ je počáteční smykový modul a Jm vyjadřuje maximální průtažnost.[6]
Modelů, které se používají pro zjištění W je mnohem více, zmínil jsem pouze některé z těch
nevýznamnějších, pomocí kterých bychom měli být schopni vyřešit většinu úloh, se kterými
se můžeme běžně setkat.
Strana 35
KAPITOLA 5. VÝPOČET STĚNY Z PRYŽE S OTVOREM UPROSTŘED POMOCÍ MKP
Kapitola 5
Výpočet stěny z pryže s otvorem
uprostřed pomocí MKP
V této kapitole vyřešíme pomocí metody konečných prvků v softwaru Simula Abaqus
stěnu vyrobenou z nelineárního materiálu. Konkrétně budeme pracovat s hyperelastickou
pryží, o které byl proveden výklad v dřívější části této práce. Naším cílem je zjistit, zdali se
rozložení napětí dá i v nelineárním materiálu popsat pomocí analytických rovnic, případně,
jak se výsledky liší.
5.1 Rozdíly v MKP modelu pro nelineární úlohu oproti
lineární
Pro MKP výpočet stěny vyrobené z pryže jsem vytvořil novou geometrii. Učinil jsem tak,
jelikož pro pryž předpokládáme velké deformace a tím pádem by velká stěna 1000x1000 mm
nevhodná a výsledky by nebyly přesné. Nový model má rozměry 50x50 mm s otvorem upro-
střed o průměru 1 mm, což stále vyhovuje předpokladům, že rozměry stěny jsou mnohem
větší než průměr otvoru. Okrajové podmínky jsou totožné s lineární úlohou, tudíž zamezení
vodorovného posuvu na ose y a svislého posuvu na ose x. Element jsem volil opět CPS8 a
síťování hustější v okolí otvoru. Vzhledem k vyšší složitosti nelineární úlohy, jsem síť z více
elementů, konkrétně z 21 643 elementů. Hlavním rozdílem v nastavení úlohy bylo nastavení
materiálových parametrů. V modulu Property jsem nastavil hyperelastický, izotropní ma-
teriál. Jako model hustoty deformační energie jsem použil typ Yeoh, pro který jsem získal












Parametry z [7] jsou následující : C10 = 0, 2469 MPa, C20 = −0, 02049 MPa, C30 = 0, 003626
MPa.
Dalším rozdílným nastavením je velikost zatížení. Vzhledem k tomu, že pryž je hyperelastická,
není možné použít stejně velké zatížení je v případě oceli, protože by došlo k přetržení stěny.
Po experimentování s různými hodnotami, jsem zvolil velikost tahového napětí σ = 0, 2MPa,
tj. 200 kPa. Pro porovnání výsledků s analytikou tato změna nemá žádný vliv, jelikož vždy
zkoumáme poměr výsledného napětí s počátečním tahovým napětím.
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5.2 Porovnání výsledků MKP pro nelineární materiál s
analytickými výpočty
Dle analytických výpočtů je maximální napětí přesně trojnásobkem nominálního napětí.
Jak je však patrné z obrázků (5.1), (5.2) a (5.3), ve stěně z nelineárního materiálu tato
závislost neplatí, jelikož σmax = 632, 5 kPa a σ = 200 kPa. Součinitel koncentrace napětí α







= 3, 1625 (5.2)
Obrázek 5.1: Graﬁcké znázornění σrr v okolí otvoru ve stěně z pryže tažené 200 kPa
Obrázek 5.2: Graﬁcké znázornění σθθ v okolí otvoru ve stěně z pryže tažené 200 kPa
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Obrázek 5.3: Graﬁcké znázornění τrθ v okolí otvoru ve stěně z pryže tažené 200 kPa
Simulaci jsem opakoval pro σ = 100 kPa a σ = 50 kPa, abych zjistil zda je α stejné
pro namáhání libovolným σ, či se liší. Zjistil jsem, že pro σ = 100 kPa je σmax =308,3 kPa.







= 3, 083 (5.3)







= 3, 05 (5.4)
Z výsledků (5.2), (5.3) a (5.4) vyplývá, že α 6= 3 jako v analytickém výpočtu a v oblasti
lineární pružnosti a velikost α je závislá na σ. Konkrétně čím větší tahové napětí σ je na
stěnu aplikováno, tím větší je koeﬁcient α. Pro větší názornost jsem v softwaru MATLAB
vykreslil poměrné průběhy radiálního napětí σrr a obvodového napětí σθθ ve směru osy x a
ve směru osy y.
Obrázek 5.4: Porovnání průběhu σrr pro různá nominální napětí podél osy x → θ = 0
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Obrázek 5.5: Porovnání průběhu σθθ pro různá nominální napětí podél osy x → θ = 0
(zhruba 15x přiblíženo)
Obrázek 5.6: Porovnání průběhu σrr pro různá nominální napětí podél osy y → θ = π2
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Obrázek 5.7: Porovnání průběhu σθθ pro různá nominální napětí podél osy y → θ = π2
Na grafech (5.4), (5.5), (5.6) a a(5.7) jsou vyznačené průběhy σrr a σθθ ve stěně podél




na parametru r, který označuje
vzdálenost od kraje otvoru. Poměry jsem označil αrr a αθθ. Z grafů je patrné, že průběhy






Tato práce se věnuje zkoumání rozložení napětí v tažené stěně s otvorem uprostřed a roz-
dílnosti tohoto rozložení ve stěně vyrobené z lineárního materiálu a ve stěně z nelineárního
materiálu.
V první části práce byla odvozena stěnová rovnice pro materiály splňující Hookův zákon,
jejíž analytické řešení bylo následně porovnáno s numerickou simulací pomocí metody ko-
nečných prvků. Metoda konečných prvků byla v práci popsána a následně byl vysvětlen celý
postup sestavení modelu pro výpočet dané úlohy v oblasti lineární mechaniky. Model byl
deﬁnován Youngovým modulem pružnosti E = 2,1 ·105 MPa a Poissonovým číslem ν=0,3.
Bylo zjištěno, že analytické výsledky jsou totožné s výsledky MKP, z čehož je tedy patrné,
že analytické řešení je pro lineární materiál velmi přesné. Vyplývá z nich, že koeﬁcient kon-
centrace napětí α má pro lineární materiál konstantní velikost α = 3.
V následující části byl podán matematický výklad chování nelineárních materiálů. Byly
představeny nejčastěji používané míry deformace a tenzory napětí, pomocí kterých se po-
pisuje hustota deformační energie W . Pro zjištění W byly popsány nejčastěji používané
matematické modely. Jeden z popsaných modelů, Yeohův, byl následně použit pro deﬁnici
hyperelastického izotropního materiálu, na kterém byla provedena MKP simulace pro určení
koeﬁcientu koncentrace napětí v nelineárním materiálu.
Bylo zjištěno, že rozložení napětí v nelineárním materiálu není možné popsat analytic-
kými rovnicemi. Na rozdíl od analytiky nebo lineárního materiálu není pro nelineární materiál
koeﬁcient α konstantní, ale je závislý na velikosti tahového napětí σ. Konkrétně platí, že čím
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